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Περίληψη
Η επιχειρησιακή έρευνα είναι μια νέα σχετικά επιστήμη η οποία άρχισε να παίρνει μορφή
κατά το δεύτερο παγκόσμιο πόλεμο. Έχει ως αντικείμενο την εύρεση βέλτιστης ή σχεδόν βέλτιστης
λύσης. σε περίπλοκα προβλήματα αποφάσεων χρησιμοποιώντας ένα σύνολο από μαθηματικές
τεχνικές. Το πρόβλημα δρομολ&Υησης οχημάτων (ΠΔΟ) διατυπώθηκε για πρώτη φορά από τους
Dantzig και Ramser και είναι ένα από m πιο γνωστά και μελετημένα προβλήματα αυτής της
επιστήμης. Περιγράφει την παράδοση αΎαθών που βρίσκονται σε μια κεντρική αποθήκη προς τους
πελάτες. Συνήθης στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους διανομής των εμπορευμάτων. Σκοπός
της παρούσας διπλωματιΊCΉς εργασίας είναι η ανάπτυξη κώδικα που θα βρίσκει την βέλτιστη
στρατηγική διανομής. Αρχικά το πρόβλημα λύνεται με αναλυτική μέθοδο. Στην συνέχεια, με
ευρετική που απαιτεί λιγότερο υΠOλoγισnKό φόρτο. Τέλος, γίνετε σύ'Υκριση των δύο μεθόδων και
παρουσιάζονται τα αντίστοιχα διαγράμματα. Στο παράρτημα υπάρχει ο κώδικας που χρησιμοποιήθηκε
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Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάζουμε πληροφορίες εισαγωγικού χαρακτήρα που δίνουν το
κίνητρο ιcαι το υπόβαθρο αυτής της διπλωματικής εργασίας, παραθέτουμε μια ανασκόπηση της
σχετικής με την εργασία βιβλlOΎραφίας ιcαι περιγράφουμε συνοπτικά nς βασικές ενότητές της.
1.1 Κίνητρο και Υπόβαθρο
Κίνητρο αυτής της διπλωματικής εργασίας ήταν η έλλειψη εργαστηριακών ασκήσεων στα
μαθήματα του Μαθηματικού Προγραμματισμού και των Στοχαστικών Προτύπων στην Επιχειρησιακή
Έρευνα καθώς και το ιδιαίτερο ενδιαφέρον του φοιτητή για το αντικείμενο. Η επιχειρησιαιcή έρευνα
είναι ένα αντιιcείμενo που η θεωρία του είναι αρκετά μεγάλη και μαθηματικοποιημένη με αποτέλεσμα
να φαίνεται σαν ένα μάθημα ιcαθαρά θεωρητιιcό. ι-ι αλήθεtα όμως είναι ότι είναι ένα μάθημα καθαρά
πρακτιιcό, αφού η ίδια η επιστήμη γεννήθηκε από την ανάγκη να λυθούν προβλήματα και να παρθούν
αποφάσεις που εμφανίζονται καθημερινά στην κοινωνία. Η συνεισφορά αυτής της διπλωματικής
εργασίας είναι ότι, αναπτύσσοντας τους κώδικες για να λυθεί μια παραλλαγή ενός από τα πιο γνωστά
προβλήματα της επιχειρησιακής έρευνας. γεφυρώνει το κενό ανάμεσα στη θεωρία και στην πράξη.
1.2 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση
ι-ι βιβλιογραφία που σχετίζεται με την επιστήμη της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι εκτενής. Η
συγκεκριμένη εργασία βασίστηκε στην εργασία [1] η οποία περιέχει την περιγραφή, την ανάλυση
καθώς και τις μαθηματικές σχέσεις για το πρόβλημα που θα ασχοληθούμε.
Ι
-Ακόμα )'ρησιμοποιήθηκαν τα βιβλία [2], [3] και [4] χυρίως για την θεωρητική κατάρτιση του
φοιτητή. Εκεί μπορεί να ανατρέξει ο αναΎVώστης για περισσότερες πληροφορίες Υια θέματα όπως
δυναμικός προγραμματισμός. μοντέλα επιχειρησιαΙCΉς έρευνας. στοχαστικές ζητήσεις και ότι άλλο
σχετίζεται με την Επιχειρησιακή Έρευνα.
Όσο αναφορά την αλληλεπίδραση με το ΜΑΤΙΑΒ, εξαιρετικά χρήσιμα αποδείχτηκαν τα
βιβλία [5] και [6]. Το πρώτο είναι αφιερωμένο μόνο σε ότι έχει να κάνει με το προγραμματισμό σε
περιβάλλον ΜΑTLAB, ενώ το δεύτερο καλύπτει θέματα πιο Υενικά., )'ρήσιμα για όλους τους
μηχανικούς.
Τέλος. πολύ σημαντικές είναι οι πληροφορίες που αντλήθηκαναπό τον επίσημο ισότοπο της
εταψίας που αναπτύσσειτο ΜΑΤΙΑΒ "The MathWorks" [7] καθώς και από τον ισότοπο της εταφίας
"glifty"[8], ο οποίος χρησιμοποιήθηκεγια τον σχεδιασμό του διαγράμματος ροής.
1.3 Οργάνωση Διπλωματικής Εργασίας
Στο κεφάλαιο 2 γίνεται αναλυτική περιγραφή του προβλήματος, των μαθηματικών σχέσεων
καθώς και των μεταβλητών που το διέπουν.
Στο κεφάλαιο 3 περιγράφετε η αναλυτική μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε για την επίλυση την
προβλήματος για Ι, 2 και 3 είδη προϊόντων.
Στο κεφάλαιο 4 περιγράφετε η ευΡεΤΙκή μέθοδος που )'ρησιμοποιήθηκε για την επίλυση του
προβλήματος για 2 και 3 είδη προϊόντων.
Στο κεφάλαιο 5 πραγματοποιείτε η σ\φφιση των 2 μεθόδων όσο αναφορά την ταχύτητα και
την απόκλιση των αποτελεσμάτων και παρουσιάζονται τα σχετικά διαγράμματα.
Τα τελικά συμπεράσματα της διπλωματι'lCής εργασίας καθώς και κατευθύνσεις για περαιτέρω
έρευνα παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 6.
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Κεφάλαιο 2 Περιγραφή του Προβλήματος
2.1 Πρόβλημα Δρομολόγησης Οχημάτων
Ένα από τα mo ευρέως μελετημένα προβλήματα στην επιχεψησιακή έρευνα είναι το
πρόβλημα δρομολόγησης οχημάτων. Διατυπώθηκε από τους Dantzig και Ramser το 1959 και
θεωρείται ως μtα γενίκευση του προβλήματος του πλανόδιου πωλητή. Το πρόβλημα περιγράφεται ως
εξής: ας υποθέσουμε ότι έχουμε να διαχειριστούμε μια ομάδα οχημάτων που ανεφοδιάζεται από μια ή
περισσότερες αποθήκες και πρέπει να παραδώσει τα εμπορεύματα σε Ν γεωγραφικά διάσπαρτους
πελάτες. Κάθε όχημα ξεκινά την διαδρομή του από μια αΠOθή1σJ. επισκέπτεται ένα υποσύνολο
πελατών, ικανοποιεί τις ανάΎΚες τους και τελικά επιστρέφει στην αποθήκη.
Στόχος είναι ο προσδιορισμός της βέλτιστης διαδρομής Ύια κάθε όχημα. Το κόστος
περιλαμβάνει τα έξοδα της διαδρομής από το ένα πελάτη στον άλ/ο καθώς και από τον πελάτη πίσω
στην αποθήκη για ανεφοδιασμό. Το σύνηθες κριτήριο βελnστoπoίησης είναι η ελαχιστοποίηση του
συνολικού κόστους της διαδρομής. Μια διαφoρετι!Cή ερμηνεία του ΠΔΟ είναι ο προσδιορισμός της
βέλτιστης διαδρομής συλλοΥής για κάθε όχημα, εφόσον τα οχήματα συλλέγουν ληγμένα προϊόντα
αντί να διανέμουν νέα. Η συλλογή των οικιακών αποβλήτων, η παράδοση των εμπορευμάτων σούπερ
μάρκετ, η παράδοση βενζίνης σε πρατήρια, η προμήθεια ΠΡOμαγεφεΜΈVων τροφίμων σε καταστήματα
μπορούν να θεωρηθούν σαν εφαρμογές του ΠΔα.
Οι τρεις σημαντικές παραλλαγές του ΠΔΟ που έχουν μελετηθεί εκτενώς είναι (i) the
capacitated VRP, (ii) the VRP with time-window, (iii) the VPR with pick-up delivery. Στο πρώτο
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πρόβλημα όλα τα οχήματα είναι ίδια με πεπερασμένη χωρητικότητα, στο δεύτερο τα οχήματα
διανέμουν τα αγαθά κατά την διάρκεια συΓΙCεKρψένoυ "χρονικού παραθύρου" και στο τρίτο
πρόβλημα μια συλλοΥή των αλλοιωμένων προϊόντων πραγματοποιείται πριν την διανομή των νέων.
Ακόμα υπάρχουν και στοχαστικές παραλλαγές του προβλήματος, αν θεωρήσουμε ότι ένας οι
περισσότεροι παράμετροι του προβλήματος είναι τυχαίες μεταβλητές. Για παράδειγμα, τυχαίες
μεταβλητές μπορεί να είναι ο αριθμός των πελατών που εξυπηρετούνται, οι απαιτήσεις των πελατών
και οι χρόνοι ταξιδωύ.
2.2 Ορισμός του Προβλήματος
Στην παρούσα εΡΎασία θα ασχοληθούμε με μία απλή σJJ.i:J. ενδιαφέρουσα παραλλαΥή του
ΠΔΟ.
Θεωρούμε ένα σύνολο κόμβων ν={Ο.Ι •....,Ν} με τον κόμβο Ο να υποδηλώνει την αποθήκη
και τους κόμβους Ι •....,Ν τους πελάτες. Οι πελάτες εξυπηρετούνται με την σειρά Ι ,2, ....,Ν από το
όχημα που αποτελείταιαπό Κ τμήματα με χωρητικότηταQI.Q2," ..,Qι,. Κάθε τμήμα είναι κατάλληλο
για ένα τύπο προϊόντος και μόνο. Υπάρχουν k διαφορετικά προϊόντα που πρέπει να παραδοθούν στους
πελάτες. Το όχημα ξεκινά την διαδρομή του από την αποθήκη φορτωμένο με Qi στοιχεία του
προϊόντος ίε {I •.... ,k) και μετά την εξυπηρέτηση όλων των πελατών. επιστρέφει στην αποθήκη. Η
ζήτηση του πελάτη jj=I.2 ,N για το προϊόν ί,ί=I,2, , είναι διακριτή τυχαία μεταβλητή .;(,
υποθέτουμεότι η από κοινού κατανομή πιθανότηταςτων ζητήσεωντου κάθε πελάτη είναι γνωστή. Η
ζήτηση του κάθε πελάτη γίνεται γνωστή στην άφιξη του οχήματος στην τοποθεσία του πελάτη.
Υποθέτουμε ότι η ζήτηση των πελατών για ένα συΎJCεKριμένOπροϊόν δεν μπορεί να υπερβαίνει την
χωρητικότηταπου αντίστοιχου τμήματος στο όχημα maxξi <Οί με ίε {I •...•k}. Όταν το όχημα
rΙ).._~'ΙΙ
φτάσει στο πελάτη j για πρώτη φορά ικανοποιεί όση περισσότερη ζήτηση είναι δυνατόν. Εάν μέρος
της ζήτησης για το προϊόν ί Ε { 1,....•k} δεν είναι ικανοποιήσιμο, το όχημα γυρνάει στην αποθήκη,
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-γεμίζει τα τμήματα με φορτία QI•...•<λ: και επιστρέφει στον πελάτη για να τον ικανοποιήσει. Μετά
την εξυπηρέτηση και του τελευταίου πελάτη το όχημα επανέρχεται στην αποθήκη. Ορίζουμε CjJ- 1
J=1.2•.....•N το κόστος μετακίνησης μεταξύ των πελατών j και j+J Ια/Ι CJo j=1,2,....,N το κόστος
μεταιdνησης μεταξύ πελάτη και αποθήκης. Άλλη μια υπόθεση που κάνουμε είναι ότι αυτά τα κόστη
ιιω.νοποιούν την τριγωνική ανισότητα.
ί=I, ,Ν-ι








4- Depot ~ Η!
Σχήμα 2-1: Το οδικό δίκτυο
Ορίζουμε Ει ε {O, .....,Qj},i=I,2, ... ,k το φορτίο του προϊόντος στο όχημα μετά την
ικανοποίηση της ζήτησης κάποιου πελάτη. ΤΟ όχημα είτε προχωράει άμεσα στον επόμενο πελάτη είτε
πηγαίνει στην αποθήκη ανεφοδιάζεται με προϊόντα Q, i=I.2... ,k και στην συνέχεια προχωράει προς
τον επόμενο πελάτη. Στόχος είναι να καθοριστεί μια πολιτική δρομολόγησης που θα ελαΧ1στοποιεί το
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αναμενόμενο κόστος κατά την διάρκεια ενός κύκλου. Μια πρακτική εφαρμογή του προβλήματος είναι
το λεγόμενο ex-van saIes όπου ο οδηγός του οχήματος δρα ως πωλητής. Eπισκέπrεται τους πελάτες
(σουπερ μάρκετ, περίπτερα, κλπ) συνήθως με μια προκαθορισμένη σεφά. Ορίζουμε τα διανύσματα
Ζ=(Ζ"Ζ" ...,Ζ.), Q=(Q"Q" ...,Q.), ξ/ = (ξ,,,ξ/, ...,ξ/) μΖ Ρ'(ξ)=Ρr(ξ' =ξ),
ξ- ,- - -, S ,- - , {ο Q}=IC.. C~ ..... C, ιε ;{tJ..... IJ.iX ••• X , •.•, •,~. __ _Λ, \ -"') την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας για την ζήτηση του πελάτη j Ε {ι, ...,Ν} .
2.3 Διατύπωση των εξισώσεων
Έστω ότι !Ί(Ζ) είναι το ελάχιστο αναμενόμενο κόστος όταν το φορτίο του προϊόντος ί
μεταφέρεται από το όχημα αφού έχει ικανοποιήσει την ζήτηση του πελάτη j είναι Ζι .Ακόμα ορίζουμε
Ξ1 - {ξ: ξ; < Zj' 1< 1 < κ} . Μια βέλτιστη στρατηγική δρομολόγησης μπορεί να προσδιοριστεί από
τις παρακάτω εξισώσεις δυναμικού προγραμματισμού. ΓιαΓI, 2, ... , N~1 έχουμε:
1; (η = min {Η, (η,Αι }, Ί Ε {O, ..,Q,} χ ..χ {O,.H,Q,}
Όπου
Στο σύνορο έχουμε







Ο αριστερός όρος μέσα σης αΎΚύλες στο (1) QvtlatOIXci στην επιλογή του να προχωρήσουμε στο
επόμενο πελάτη και ο δεξιός στην επιλογή του να επιστρέψουμε στην αποθήκη Ύ\Ο. ανεφοδιασμό.
Στην εξiσωση (2) η ποσότητα (Ζ- ξΤ ορίζεται ως ( ιτlliι( Ζ, - ξ" Ο), ...,ιτlliι( Ζ. -ξι, ο))
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-Κεφάλαιο 3 Αναλυτική Μέθοδος Εκτίμησης
Ο αλγόριθμος που χρησιμοποιούμε για τον προσδωρισμό της βέλτιστης διαδρομής βασίζεται
σης εξισώσεις (Ι), (2), (3), (4).
3.1 Επεξήγηση του αλγορίθμου
Αρχίζοντας από τον N-l πελάτη και φτάνονταςμέχριτον πρώτο υπολογίζειτο AJ και το Η , (
Ζ) σύμφωνα με τις εξισώσεις (3) και (2). Στην συνέχεια τα συγκρίνει για να δημιουργήσει τον
πίνακα f, (Ζ ) σύμφωνα με την εξίσωση (1) και τον πίνακα R, (Ζ ) Τέλος, αφού έχει υπολογιστεί
ο πίνακας f i για κάθε δυνατό απόθεμα Ζ υπολογίζουμε το αναμενόμενο κόστος ενός κύκλου
σύμφωνα με την εξίσωση (5).
Ο πίνακας R. (Ζ ) περιέχει την πληροφορία για το n πρέπει να κάνει ο οδηγός του οχήματος
με απόθεμα Ζ προτού επισκεφτεί τον επόμενο πελάτη. Για παράδειγμα, έστω ένα όχημα που έχει δύο
τμήματα με χωρηπκότητα 10 και 15 προϊόντων. Το όχημα πρέπει να ικανοποιήσει 15 πελάτες των
οποίων οι ζητήσεις ακολουθούν διωνυμι1Cή κατανομή. Σε αυτήν την περίπτωση, ο πίνακας R., (Ζ )
είναι τρισδιάστατος με διαστάσεις 11 χ21 χ 14. Υποθέτουμε ότι έχει ικανοποιηθεί η ζήτηση του 700
πελάτη και ο οδηγός έχει απόθεμα 3 μονάδες από το προϊόν 1 και 12 μονάδες από το 2.
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Σχήμα 3-:1 Ο Πίνακας R
Όπως φαίνεται από το παραπάνω σχήμα στην 7η φέτα του πίνακα R ι (Ζ ),στην 4η γραμμή και
στην Ι 3η στήλη αντιστοιχεί το γράμμα Ν, γεγονός που σημαίνει όπ η βέλτιστη απόφαση για τον
οδηγό είναι να προχωρήσει στον επόμενο πελάτη. Μια ακόμα χρήσιμη παρατήρηση είναι όπ η
γραμμή και η στήλη 1 αντιστοιχούν σε μηδενικό απόθεμα.
Q










kC;l. VΕs.l S-s+tιt+1-k,101)"binopdf(k,Q,p) f---------->,














Σχήμα 3-2: Διάγραμμα ροής για k~1
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Κεφάλαω 4 Ευρετική Μέθοδος Εκτίμησης
Με τον όρο ευρετucή εννοούμε εκείνη την μέθοδο επίλυσης, στην οποία η πορεία προς το
τελικό αποτέλεσμα στηρίζεται σε μια σειρά προσεγγιστικών αποτελεσμάτων. Συνήθως
χρησιμοποωύμαι τέτοιες μεθόδους διότι απαιτούν λιγότερο υπολογιστικό φόρτο και κατά συνέπεια
δίνουν λύσεις γρηγορότερα από τις αναλυτικές.
4.1 Η μέθοδος
Η ευρετική μέθοδος που χρησιμοποιούμε για την επίλυση του προβλήματος που μας
απασχολεί αντιμετωπίζει τα δυο ή τρία είδη προϊόντων σαν ένα. Αυτό γίνεται προστίθοντας τις
κατανομές των ζητήσεων των δύο ή τριών προϊόντων με την εξής τρόπο. Έστω ότι έχουμε 2 είδη
προϊόντων με ζητήσεις ΧΙ και Χ2 και με γνωστές κατανομές ζητήσεων. Θέλουμε να υπολογίσουμε
ποια είναι η πιθανότητα να έχουμε συνολική ζήτηση Χ=3. Αυτό συμβαίνει όταν Ρ(Χι=Ο) και Ρ(Χ2=3)
ή P(X]~I) και P(X2~2) ή P(X]~2) και P(X2~1) ή P(X]~O) και P(X2~3). ΟΠα/ς γνωρίζουμε από την
στατιστική
Ανάλογα υπολογίζουμε και τις πιθανότητες για τις υπόλοιπες συνολικές ζητήσεις για k=2 και k=3.
Στην συνέχεια, σύμφωνα με το πίνακα των ολικών ζητήσεων υπολογίζεται ο πίνακας R και
το αναμενόμενο κόστος, αν ακολουθούσαμε την στρατηγική που είναι αποτυπωμένη σε αυτόν. Όπως
θα περιμέναμε, η μέθοδος αυτή είναι πιο γρήγορη αλ/i!. υστερεί σε ακρίβεια.
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4.2 Ανάλυση του αλγόριθμου
Παρακάτω παραθέτουμε ένα σχήμα το οποίο αναπαριστά την δομή του αλγόριθμου
ORSk2asklcomparison, ο οποίος συγκρίνειτην ευρετική και την αναλυτική λύση και εξηγούμε ΠΟlΟς







Σχήμα 4-1: Αναπαράσταση του ORSk2askl comparison
• Psblt: προτρέπει το )'ρήστη να γεμίσει τον πίνακα Ρ με τις πιθανόπμες των ζητήσεων για τα 2
προϊόντα
• adD : προσθέτει τις κατανομές των ζητήσεων των 2 προϊόντων με τον τρόπο που
περιγράψαμε παραπάνω
• k2ask 1R: υπολογίζει τον πίνακα R σύμφωνα με τον πίνακα των πιθανοτήτων των συνολικών
ζητήσεων
• ORSk2ask 1f: υπολογίζει ποω είναι το μέσο αναμενόμενο κόστος αν το όχημα κινείται
σύμφωνα με τον πίνακα R
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• ORSk2f: υπολογίζει ποω είναι το αναμενόμενο κόστος σύμφωνα με την αναλυτική μέθοδο,
'Jδια ακριβώς είναι και η δομή του ORSk3askl comparison που ακολουθεί παρόμοια διαδικασία
για 3 είδη προϊόντων.
14
Κεφάλαιο 5 Σύγκριση ευρετικής και αναλυτικής μεθόδου
Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε στα αριθμητικά αποτελέσματα από την σύγκριση των
δύο μεθόδων.
5.1 Σύγκριση ως προς την ακρίβεια
Παρακάτω θα παρουσιάσουμε γραφικές παραστάσεις που παρουσιάζουν την ποσοστιαία
απόκλιση της λύσης της ευρεπκής μεθόδου από την αναλυτική συναρτήσει των μεταβλητών του
προβλήματος. Οι παρακάτω γραφικές παραστάσεις σχεδιάστηκαν με τον εξής τρόπο. Δημιουργούμε
με την γεννήτρια τυχαίων ακεραίων αριθμών 30 διαφορεnci σύνολα αποστάσεων και στην συνέχεια
υπολογίζουμε την ποσοστιαία διαφορά των δύο μεθόδων για αυτά συναρτήσει του φορτίου Q, των
πελατών Ν, καθώς και του παράγοντα Ρ της δυωνιμικής κατανομής. Τέλος, βρίσκουμε ποια είναι η
μέγιστη διαφορά καθώς και ο μέσος όρος τον διαφορών και τα παρουσιάζουμε στα διαγράμματα.
Έχουμε υποθέσει ότι οι πιθανότητες των ζητήσεων για κάθε προϊόν δίνονται από την διωνυμική
κατανομή. Παρακάτω παραθέτουμε τα σχετικά διαγράμματα.
Οπως βλέπουμε από τα διαγράμματα η συμπεριφορά που ακολουθεί το ΔfO% ως προς Ν είναι
η ίδια για k=2 και k=3. Μέχρι να φτάσουμε στον αριθμό των 60-70 πεJ...ατών υπάρχει μια ανοδική
συμπεριφορά αλλά με αυξομειώσεις. Έπειτα η απόκλιση σταθεροποιείται περίπου στο J.8% για k=2
και στο 3% YIak=3. Οσο αναφορά τα μέγιστα φτάνουν στο 2% και το 3% για k=2 και k=3 αντίστοιχα.
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Σχήμα 5-1 : Μέση nμή του ΔfΌ%-N για k~2
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Σχήμα 5-3: Μέση τιμή του ΔfΌ%-N για k=3
2
Δ(J%maχ-Ν for k3ask1






ι .. ' ....
/
/
.:. ..... _.. . . .. ; .
,
40 50 60 70 θJ 9J '00
Ν
Σχήμα 5-4: Μέγιστο του ΔfΌ%-N για k=3
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Στα επόμενα 4 διαγράμματα βλέπουμε την συμπεριφορά που παρουσιάζει το ΔfΌ% συναρτήσει
του ολικού φορτίου Q. ΟΙ γραφικές παραστάσεις θυμίζουν υπερβολή. Για το ελάχιστο αριθμό
πελατών παίρνουν την μέγιστη τιμή τους και σε μεγάλους αριθμούς πελατών το σφάλμα σχεδόν
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Σχήμα 5-6: Μέγιστο του ΔfΌ%-Q για k~2
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Σχήμα 5-7: Μέση τιμή του ΔfΌ%-Q για k~3
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Δfl%maκ·Q!οtal for k3 as k1
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Σχήμα 5-8: Μέγιστο του ΔfΌ%-Q για k~3
Παρακάτο στα δύο πρώτα διαγράμματα βλέπουμε ΠΟIΟ είναι το σφάλμα σε συνάρτηση με το
plκu.ι ρ2. Παρατηρούμε όπ όσο αυξάνονται τα Ρ το ποσοστιαίο σφάλμα αυξάνεται. Ενώ στα επόμενα
δύο διαγράμματα βλέπουμε ποιο είναι το σφάλμα για k=3 και ταυτόχρονη αύξηση του Ρ Ι ,ρ2 και ρ3.
Τέλος στο παράρτημα παρατίθονται δύο πίνακες, ο πίνακας που μας δίνει τον μέσο όρο της απόκλισης
είναι πρώτος ενώ ακολουθεί ο πίνακας με τα μέγιστα. Όπως περιμέναμε, για k=2 και k=3 έχουμε την











ΔD%aνerage·Ρ1-Ρ2 for κ2 as k1
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Σχήμα 5-9: Μέση τιμή του ΔfΌ%-p 1* JΟ-ρ2*1 Ο








Σχήμα 5-: Ι Ο Μέγιστο του ΔfΌ%-p J*1 Ο-ρ2* JΟ
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Σχήμα 5-:11 Μέση τιμή του Δffi%-ΡI&Ρ2&Ρ3
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Σχήμα 5-12: Μέγιστο του Δffi%-ΡI&Ρ2&Ρ3
22
5.2 Σύγκριση ως προς την ταχύτητα
Για να συγκρίνουμε τις ταχύτητες εκτέλεσης των δύο μεθόδων χρησιμοποιήσαμε ένα
εργαλείο του matlab το οποίο ονομάζεται profiler. ΤΟ συγκεκριμένο εργαλείο δίνει στο χρήστη
πληροφορίες όπως ποιός είναι ο χρόνος που καταναλώνεται από κάθε μια από τις εντολές ενός κώδικα
ή πόσες φορές καλέστηκε μια συνάρτηση κ.ά. Σκοπός του profiler είναι να βοηθήσει το χρήστη να
αποψίγΥει δαπανηρές λειτουργίες και περιττούς υπολσγισμούς και σαν αποτέλεσμα να κάνει τον
κώδικα του πιο αποτελεσματικό.
Εκτελέσαμε τους κώδικες k2askJcomparison και k3asklcompaτison μέσο του profiler Υια να
προσδωρίσουμε πόσο χρόνο καταναλώνουν οι συναρτήσεις που ιcαλot)vται και μας δίνουν την
αναλυτική και την ευρετιΙCΉ λύση. Έτσι μπορέσαμε να κάνουμε μια εΚtίμηση για την ταχύτητα
εκτέλεσης της μιας μεθόδου συΎκριτικά με την άλλη. Παρακάτω βλέπουμε τα αποτελέσματα.
Function Name ~ Total Τίωθ SelfTime* Total Tίme Plot
(dark band =self time)
ORSk2ask1 comρarison 1 1.397 s 0.008 s
ORSk2ask1f 1 0.645 s 0.636 s
ι ι
ORSk2f 1 0.745 s 0.745 s
ι----
adD 1 0.001 s 0.001 s
k2ask1 R 0.009 s 0.008 s
Σχήμα 5-13: Αποτελέσματα profiler για k2asklcompaτison
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Function Naιme Calls Total Time SelfTime* Total Time Plot
(dark band =self time)
ORSk3ask1 comDirIson 974.962. 0.008.
ORSk3a.k1f 1 463.646. 463.618.
ORSk3f 1 511.308. 511.308.
adD3 L0008. 0008.
k3a.k1 R 1 0.028. 0.020 •
Σχήμα 5-14: Αποτελέσματα profiler για k3asklcompanson
Οι συναρτήσειςORSk2ask Ι f και ORSk3ask Ι f υπολογίζουν την ευρετική λύση ενώ οι ORSk3f
και ORSk2f την αναλυτική.Όπως περιμέναμεη αναλυτική μέθοδος κάνει περισσότεροχρόνο rla να
δώσει λύση απ'ότιη ευρετική. Για k=2 η ευρετική είναι κατά 15,5% γρηγορότερη από την αναλυτική
ενώ για k=3 κατά 10,3%.
24
Κεφάλαιο 6 Σύνοψη και Μελλοντικές Εργασίες
Σε αυτήν την εργασία μελετήσαμε εκτενώς μια παραλλαγή του προβλήματος δρομολόγησης
οχημάτων. Είδαμε ποιές είναι οι εξισώσεις που το διέπουν και αναπτύξαμε πάνω σε αυτές τον κώδικα
που δίνει την αναλυτική λύση. Έπειτα, αναπτύξαμε μια ευρετncή μέθοδο επίλυσης η οποία
παρουσιάζει αποκλίσεις σε σχέση με την αναλυτική όμως λύνει το πρόβλημά μας γρηγορότερα.
Τέλος, κάναμε συγκρίσεις των δύο μεθόδων ως προς την ταχύτητα και την ακρίβεια και αποτυπώσαμε
τα αποτελέσματα σε διαγράμματα.
Μερικά σχετικά θέματα τα οποία θα μποροί>σαν να αποτελέσουν αvrικείμενο περαιτέρω
εργασίας είναι:
• Γενίκευση του κώδικα εύρεσης της αναλυτικής λύσης για k είδη προϊόντων
• Γενίκευση του κώδικα εύρεσης της ευρετικής λύσης για k είδη προϊόντων
• Σύγκριση των 2 μεθόδων ytα περισσότερα ήδη προϊόντων
25
Βιβλωγραφία
[Ι] D.G.Pandelis, E.G Kyriakidis, T.D. Dimitrakos "Single vehicle routing problems with a
predefined custΌmer sequence, compartmentalizes load and stochastic demands",
Elsevier 2011
[2] Hamdy Α. Taha ''Εισαγωγή στην Eπιχεψηmακή'Ερευνα", 9η έκδοση, Εκδόσεις Τζlόλα, Αθήνα
2012
[3] Ν. Δ. Τσαντάς, Π. r. Βασιλείου, ''Εισαγωγή στην Επιχεφησιακή Έρευνα", Ιη Έκδοση,
Εκδόσεις Ζήτη Θεσσαλονίκη 200 J
[4] F. S. Hil1ier, Gerald J. Licberman, ''Jntroduction Ιο Opcrations Research", 7th edition, McGraw
Ηίll, New York 2001
[5] Stormy Attaway, "MATLAB: Α practical introduction Ιο programming and probIcm solving",
Second Edirion, Elsevier Science and ΤechnoIogy, USA 2011






Παρακάτω υπάρχουν οι δυο πίνακες που αναφέραμε στο κεφάλαιο 5.1 και ο κώδικας








































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































% Copyright (C) Gerasimos Fotiadis 2012
%optimal routing strategy for k=l
%f(z,j) :minimum expected cost
%H(z,j) :next costumer cost
%R(z,j) :νihicle route after costumer j has been satisfied
%ο stands for depot and Ν for next costumer
%A(1,j) :depot cost
%c(j) :traνel cost between j->depot
%C(j) :trave1 cost between j->j+1




%for 10ad Ζ=Ο the index for h(z,j)&f(z,j) is Ζ=1
%for 10ad Ζ=1 the index for h(z,j)&f(z,j) is Ζ=2
%for 10ad z=Q the index for h(z,j)&f(z,j) is z=Q+1
format longG
N=input('P1ease enter the number of costumers:'):







%fill cost vectors in a way that they satisfy triang1e inequality
80
%c stands for costumer->depot cost


















%ca1culate 1st and 2d sum of H(z,j)






%fi11 H(z,j) and f(z,j)
H(z+l,j)=C(j)+S+s;




R(z+l, j )='Ν' ί
else








































%fIzl,z2,j) :minimum expected cast
%H(zl,z2,j) :next costumer cost
%RIzl,z2,j) :vihicle route after costumer j has




:the load of product




:vihicle capacity for product 1
:vihicle capacity for product 2
%for load zl=O & Ζ2=Ο the index for h(zl,z2,j)&f(zl,z2,j) is zl=l & z2=1
%for load zl=l & z2=1 the index for h (zl, Ζ2, j)&f(zl, Ζ2, j) is zl=2 & Ζ2=2





N-input('Please enter the number of costumers: ');
O(I,I)=input('Please enter the capacity of the vihicle for product 1: ');
Q(I,2)=input('Please enter the capacity of the vihicle for product 2: ');
tic
%preallocate vector&matrices
f=zeros (ο (1) +1, Ο (2) +1, Ν);
H~zeros(0(1)+1,Q(2)+1,N-1);
A=zeros(1,I,N-l);
R=char (zeros (0(1) +1, Q (2) +1, Ν-Ι)) ;
%fill cost vectors in a way that they satisfy triangle inequality
%c stands for costumer->depot cost
%C stands for costumer j->j+1 cost
c=randi([19,25],1,N);






















Γ~calculate 1st and 2d sum of H(zl,z2,j)
if kl <= zl&&k2 <= Ζ2ί
S=S+fIzl-kl+1,z2-k2+1,j+l)








%f111 H(zl,z2,j} and f(zl,z2,j)
H(zl+1,z2+1,j)=C(j)+S+s:





















%optimal routing strategy for k=3
:the load of product 1 after the demand of j has been
been satisfied
costumer

















%f(zl,z2,z3,j) :minimum expected cost
%H(zl,z2,z3,j) :next costumer cost
%R(zl,z2,z3,j) :vihicle route after costumer j has
%Ω stands for depot and Ν for next




















N=input('Please enter the number of costumers: ' ) ;
Q(l,l)=input('Please enter the capacity of the vihicle for product 1 : ' ) ;
Q(1,2)-input('Please enter the capacity of the vihicle for product 2: ' ) ;


































%calculate 1st and 2d sum of H(zl,z2,z3,j)












%fi11 H(zl,z2,z3,j) and f(zl,z2,z3,j)
H(zl+1,z2+1,z3+1,j)=C(j)+S+s;






















%optimal routing strategy for χ-2 and manual Ρ
format longG
Q-zeros (1, 2);
N-input('Please enter the number οι costumers: ');
Q(1,1)-input('Please enter the capacity of the vihicle for product 1:');
ΟΙΙ,2)=inΡut('ΡΙeaseenter the capacity of the vihicle for product 2: ');









%fill cost vectors in a way that they satisfy triangle inequality
%c stands for costumer->depot cost






















~calculate 1st and 2d sum of H(zl,z2,j)











%fill H(z1,z2,j) and f(z1,z2,j)
H(zl+1,z2+1,j)=C(j)+S+s;





















%it prompts the user to fil1 the possibility maxtrix Ρ
89
%Q:capacity vecor
%Q(l) :capacity of the first product
%Q(2) :capacity of the second product
%P(I,3)=possibility the first type has demand 2
%P(2,1)=possibility the second type has demand Ο









%compare exact and heuristic solution for k=2
format longG
Q=zeros (1, 2);
%N=input('Please enter the number of costumers: '};
%Q(I,I)=input('Please enter the capacity of the vihic1e for product 1: ');
%Q(1,2)=input('Please enter the capacity οΙ the vihic1e for product 2:');
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%







%fill cost vectors in a way that they satisfy triang1e inequality
%c stands for costumer->depot cost




%call function in order the user to fill the possibility matrix
%P=psblt (Q);
%call function so as to find TEC k2askl
fOk2askl-ORSk2asklf(Q,N,c,C,P);
%call function so as to find TEC k2
fOk2-oRSk2f(Q,N,C.C,P);
function R-k2askl~{Q,N.c.C.B)
%it finds routing maxtrix R for k2ask1
format 10ngG
Q=Q(1,1)+Q(1,2);






















%calculate 1st and 2d sum of H(2,j)
if k <- Ζ;
S-S+f(z+l-k,j+l)·P(l,k+l);
else
5-5+ (Z"C (j+l) +f (Q+min ((z-k), Ο) +1, j+l) ) .. Ρ (Ι, k"l);
end
end
%f111 H(z,j) and f{z,j)
Η (Ζ+I, j) -C (j) +5+s;


































f (Ζ1+1, Ζ2+1, j) =C (j) +c (j+l) +m;
else

































%it adds D1+02 and returns combined vector
%Dl:possibility-demand vector 1st product











































%calculate 1st and 2d sum ο! H(zl,z2,











%f111 HIzl,z2,j) and f(zl,z2,j)
H(zl+1,z2+1,j)-C(j)+S+s;






















%N=input (Ι Please enter the rJUmber of costumers:');
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μο
%Q(l,lJ=input('Please enter the capacity of the vihicle for product 1 ')
%Q(l,2)=input('Please enter the capacity of the vihicle for product 2 ')














%fill cost vectors ίη a way that they satisfy triangle inequality
%c stands for costumer j->depot cost




%call function ίη order the user to fil1 the possibility matrix
%P=psb1tB2(Q,p);
%cal1 function 50 as to find TEC k2ask1
fOk3ask1=ORSk3asklftQ,N,c,C,P);
%call function so δ5 to find TEC k2
fOk3=ORSk3ftQ,N,c,C,P);
%DF- ((fOk3ask1-fOk3) ./fOk3) *100;
toc
function R=k3ask1R(Q,N,c,C,B)
%it finds routing maxtrix R for k3askl
format 10ngG
97
Q-Q Ι 1, 1) +Ο (l, 2) +Ο (l, 3) ;
%call function ίη order to add the demands
Ρ-adD3ΙΒ(1, :),Β(2, :),Β(3, :);
%preallocate vector&matrices
f=z.eros (Q+ Ι, Ν) ;
H-z.eros(Q+l,N-l);
















%calculate 1st and 2d sum of H(z,j)
if k <- Ζ;
5-S+f(Ζ+Ι-k,j+Ι)*ΡΙΙ,k+Ι};
else




















































%calculate 1st and 2d sum of H(zl,z2,z3,j)
































%it adds 01+02+D3 and returns combined νector Ρ
%Dl:pOssibility-demand νector 1st product
%D2:possibility-demand vector 2d product




















































%ca1culate 1st and 2d sum of H(zl,z2,z3,j)
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%fi11 H(z1,z2,j) and f(z1,z2,j)

























% %ίι creates possibility maxtrix for each ρΙ and ρ2
%p:vector contains ρΙ ρ2 ρ3 etc
%k:number ο! types
%Q:capacity vector
%Q(1) :capacity of the first product
'Ο(3) :capacity of the third product
%PIl,3)-possibility the first type has demand 2
%P(2,l)-possibility the second type has demand Ο


























%%plot graphs ΑνΔfΟ%-Ν and maΧΔfQ%-Ν










%call function $0 as to find TEC k2askl
fOk2askl (i, π) =QRSk2asklf (Q, (n" 5) , c (i, : ) , C (i ι : ) , Ρ) ;
%call function $0 3S to find TEC k2
fOk2(i,n)=ORSk2f(Q, (n*5J,c(i, :),C(i, :),Ρ)ί
end
end





























%call function ίη order to fi11 the possibility matrix
P"psbltB2 (ο, Ρ) ;
%cal1 function 50 as to find TEC k2askl
fOk2askl (pl, ρ2, ί) =ORSk2ask1f (ο, Νι c (1, :), C (1, :), Ρ) :
%call function 50 as to find TEC κ2












xlabel ( 'ρ2' )
ylabel (' pl')
ΖlabeΙ('Δf%aνerage')



















%call function in order to fill the possibility matrix
P=p5bltB2(Q, (p"O.l,p*O.l]);
%call function 50 as to find TEC k2askl
fOk2askl (i, ρ) -ORSk2ask1f {Q, Ν, c (i, :) ,C (i, :), Ρ);
%call function so as to find TEC k2




















titΙe('ΔfΟ%maχ-Ρ for k2 as kl'}
end
function Qdependance30(N,p,c,C)








\call function ίη order to fi11 the possibility matrix
P-psbltB2tQ,p);
%call function 50 as tO find TEC k2askl
108
ffOk2askl Ιί, q)-ORSk2asklf {Q, Ν, c (i, :) ,C(i, :), Ρ)
%call function 50 as to find TEC κ2









































%it adds Dl+D2+D3 and returns combined vector Ρ
%Dl:possibility-demand vector 1st product
%D2:possibility-demand vector 2d product






















%%plot graphs ΑνΔfΟ'&-Ν and πιaΧΔfΟ%-Ν










%call function so as to find TEC k2askl
fOk3askl (i,n) -ORSk3asklf (ο, (n*S), c(i, :), C(i, :), Ρ);
%call function so as to find TEC κ2
























function {Α, Β, DF]=plp2p3dependance30 (N,Q,c,C)









%call function ίη order to fi11 the possibility matrix
P-psbltB2 (Q, ρ);
%call function 50 as to find TEC k2askl
fOk3askl(pl,p2,p3,iJ=ORSk3asklf(Q,N,c(i, :),C(i, :),Ρ};
%call function 50 as to find TEC κ2





















%ca11 function in order to fi11 the p05sibi1ity matrix
P=psbltB2 (Q, [ρ*Ο. 1, ρ*Ο .1, ρ*Ο. 1] ) ;
%ca11 function 50 as to find TEC k2ask1
fOk.3ask1 (1, ρ) =ORSk3a5klf (Q, Ν, c (i, :), C (i, :), Ρ);
%ca11 function so as to find TEC k2




DF= ( (fOk3askl-fOk3) . /fOk3) *100;







plot (C,A , 'b*--')
grid ση
xlabel ( 'ρ' )
ΥΙabeΙ('ΔfΟ%aνerage')
titΙe('ΔfΟ%aνerage-Ρ for k3 as kl')
figure(2)
0-0.1:0.1:0.9;




titΙe('ΔfΟ%maχ-Ρ for k3 as kl')
end
function Qdependance30(N,p,c,C)








%call function in order to fill the possibility matrix
P""psbltB2 (Q,p);
%call function 50 as to find TEC k2askl
fOk3askl (i, q)=ORSk3ask1f (Q, Ν, c (i, :) ,C (i, :), Ρ);
%call function 50 as to find TEC k2













xlabel ('QTotal ι J
ΥΙabeΙ('ΔfΟ%aνerage')






ylabel ( 'ΔfΟ%maχ' )
titΙe('ΔfΟ%maχ-Qtοtal for k3 as kl')
end
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